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すべての部分集合に実数値を割り当てる関数
f ({}) = 0

　　 　　 　　

　　 　　 　　 　　

　　 　　 　　

　　 　　 　　 　　

f : 2E → R

Eは要素全体の集合（台集合）
m

△= |E|

E = { , , , , , ,

, , , , , , , }
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すべての部分集合に実数値を割り当てる関数
f ({ , }) = 20

　　 　　 　　

　　 　　 　　 　　

　　 　　 　　

　　 　　 　　 　　

f : 2E → R

Eは要素全体の集合（台集合）
m

△= |E|
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関数値が最大となる組合せを見つける問題

Maximize f(X) 目的関数
subject to X ∈ B マトロイド制約（B ⊆ 2Eは基族）

関数値オラクル（f(X)の値の計算）と独立性オラクル（X ∈ Bかどうか）
の呼び出し回数で計算量を測る

素朴なアプローチ素朴なアプローチ 基をすべて調べる
基の数は指数的に多いので天文学的な時間がかかる

問問 どのようなアルゴリズムを使えばよい解が求まるか？

集合関数の最大化 4/ 49



f
({ , , })

= 10 f
({ , , })

= 30

f
({ , , })

= 40 f
({ , , })

= 60

初期解

出力

関数値を改善する一要素の交換がなくなるまで、交換を繰り返す
（毎回 (1 + ϵ)倍以上の改善を要求すれば、ϵ近似局所解が 1/ϵに関する多項式時間で求まる）

問問 f がどんな条件を満たせば局所探索がうまくいくか？

答答 f が線形なら最適解（最大重み基）、単調劣モジュラなら近似解が求まる

局所探索 5/ 49



手元にある要素が増えると新しい要素による増分が減る

f(v | A) ≜ f(A ∪ {v})− f(A)

A ⊆ Eに対して v ∈ Eを追加したときの増分

f : 2E → Rが劣モジュラ
△⇔ A ⊆ Bを満たす任意のA,B ⊆ Eと v ∈ E \Bについて

f(v | A) ≥ f(v | B)が成り立つ

A = { }, B = { , }, v = のとき
f({ , })− f({ }) ≥ f({ , , })− f({ , })

A

B
v

劣モジュラ性 6/ 49



要素を追加すると関数値が増える（減らない）

f(v | A) ≜ f(A ∪ {v})− f(A)

A ⊆ Eに対して v ∈ Eを追加したときの増分

f : 2E → Rが単調
△⇔任意のA ⊆ Eと v ∈ Eについて f(v | A) ≥ 0が成立

A = { , }, v = のとき f({ , , })− f({ , }) ≥ 0

単調性 7/ 49



今の解 X
{ , , }

最適解 X∗
{ , , }

　　削除,　　追加 　　削除,　　追加 　　削除,　　追加
マトロイドの性質より、X \X∗ = {x1, . . . , xk}, X∗ \X = {x∗1, . . . , x∗k}として
X − xi + x∗i ∈ Bとなるようにできる（kは適当な自然数）

局所探索の近似保証において鍵となる補題：
f が非負単調劣モジュラなら

k∑
i=1
{f(X − xi + x∗i )− f(X)} ≥ f(X∗)− 2f(X)

局所探索の近似保証の解析 8/ 49



前頁の補題前頁の補題
k∑
i=1
{f(X − xi + x∗i )− f(X)} ≥ f(X∗)− 2f(X)

定理
f が非負単調劣モジュラ、Bがマトロイド基族のとき
局所探索の出力をXとすると f(X) ≥ 1

2 max
X∗∈B

f(X∗) （1
2 近似と呼ぶ）

証明証明 局所探索の停止条件より f(X − xi + x∗i )− f(X) ≤ 0 (∀i = 1, . . . , k)
前頁の補題から 0 ≥

k∑
i=1
{f(X − xi + x∗i )− f(X)} ≥ f(X∗)− 2f(X)

よって f(X) ≥ 1
2f(X

∗) □

局所探索の近似保証 [Fisher–Nemhauser–Wolsey’78] 9/ 49



局所探索の近似保証において鍵となる集合関数の性質

今の解 X
{ , , }

最適解 X∗
{ , , }

　　削除,　　追加 　　削除,　　追加 　　削除,　　追加
f が (α, β)-localizable △⇔

k∑
i=1
{f(X − xi + x∗i )− f(X)} ≥ αf(X∗)− βf(X)

f が (α, β)-localizableなら、局所探索の出力Xは α
β
近似

線形関数は (1, 1)-localizable、非負単調劣モジュラ関数は (1, 2)-localizableなど

参考：localizability（マトロイド制約の場合） [Fujii’20] 10/ 49
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2人のプレイヤーがそれぞれ行き先を選ぶ
サッカー可能 かつ相手と違う場所なら利得 1
そうでなければ利得 0
N = { , }プレイヤー集合 A = A × A

A = { , }, A = { , }各プレイヤーの行動集合

v , v : A→ R各プレイヤーの効用関数
定義
a ∈ Aが純粋ナッシュ均衡 △⇔ vi(a′i, a−i) ≤ vi(a) (∀i ∈ N, ∀a′i ∈ Ai)
プレイヤー i ∈ N が行動を aiから a′iに変えても利得が増えない a−i := (aj)j∈N\{i}

基本的効用ゲームの例 12/ 49
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一般には純粋ナッシュ均衡は存在するとは限らない（例：じゃんけん）
定義
(N, (Ai)i∈N , (vi)i∈N)がポテンシャルゲーム 利得の改善 =ポテンシャルの改善
△⇔あるポテンシャル関数Φ: A→ Rが存在して以下が成立

vi(a′i, a−i)− vi(a) = Φ(a′i, a−i)− Φ(a) (∀i ∈ N, ∀a ∈ A, ∀a′i ∈ Ai)
前頁のゲームでは、“全体で選ばれたサッカー場の数”がポテンシャル関数
定理 [Monderer–Shapley’96]
有限ポテンシャルゲームには純粋ナッシュ均衡が存在する

証明証明 Φの局所解（どの aiを交換しても関数値が増えない）は純粋ナッシュ均衡

ポテンシャルゲーム 13/ 49



ポテンシャル関数の局所解と純粋ナッシュ均衡が対応

分割マトロイド分割マトロイド
各分割から要素を一つ選ぶ

= 1

= 1

= 1

　　 　　 　　
　　 　　
　　 　　 　　

ゲームにおける行動選択ゲームにおける行動選択
各プレイヤーが行動を一つ選ぶ

= 1

= 1

　　

　　

　　　　 　　

　　 　　
局所解X ∈ B：
一要素の交換で関数値が改善しない

純粋ナッシュ均衡 a ∈ A：
一人の𨓜脱でポテンシャルが改善しない

局所解＝均衡 14/ 49



社会厚生（全体で選ばれたサッカー場の数）を集合関数 f : 2E → Rで表す
（台集合は全プレイヤーの行動全体 E =

⋃
i∈N

Ai）

社会厚生関数が劣モジュラとは⋯⋯

f ({ })− f ({})

まだ誰も参加していないときの
社会厚生の増分

f ({ , })− f ({ })

他の人が既に参加しているときの
社会厚生の増分

直感的には、劣モジュラ性はプレイヤーの行動のあいだの負の外部性に対応

劣モジュラ社会厚生 15/ 49
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基本的効用ゲームはポテンシャルゲーム（単調劣モジュラ f がポテンシャル関数）
定義（整合的／基本的効用ゲーム） [Vetta’02]
f : 2E → R非負単調劣モジュラ関数（E =

⋃
i∈N

Ai 全プレイヤーの行動全体）∑
i∈N

vi(a) ≤ f({a1, . . . , an}) (∀a ∈ A) （総効用条件）

vi(a) ≥ f({a1, . . . , an})− f({aj | j ∈ N \ {i}}) (∀i ∈ N, a ∈ A)
（限界貢献条件）

これら両方を満たすゲームを整合的効用ゲーム (valid utility game)と呼ぶ
さらに限界貢献条件が等号で成り立つとき基本的効用ゲーム (basic utility game)と呼ぶ

整合的／基本的効用ゲーム 16/ 49



最悪の均衡での社会厚生の値を最適な社会厚生の値と比較

　　　　 　　 　　

　　 　　　　 　　

PoA
(price of
anarchy)

:=
最悪の純粋ナッシュ均衡

最適な社会厚生
= 1

2
=

=

定理 [Vetta 2002]
基本的効用ゲームにおける純粋ナッシュ均衡の PoA ≥ 0.5

Price of anarchy 17/ 49
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局所探索の近似保証とほぼ同じ証明で PoA下界が示せる
定理 [Vetta 2002]
基本的効用ゲームにおける純粋ナッシュ均衡の PoA ≥ 0.5

証明証明 任意の純粋ナッシュ均衡 a ∈ Aと最適解 a∗ ∈ argmaxa′∈A f(a′)について
X = {a1, . . . , an}, X∗ = {a∗1, . . . , a∗n}とする
純粋ナッシュ均衡とポテンシャル関数の定義より

f(X − ai + a∗i )− f(X) = vi(a∗i , a−i)− vi(a) ≤ 0 (∀i ∈ N)

前述の補題から 0 ≥
∑
i∈N
{f(X − ai + a∗i )− f(X)} ≥ f(X∗)− 2f(X)

よって f(X) ≥ 1
2f(X

∗)，すなわち PoA ≥ 1
2 □

PoA下界の証明 18/ 49
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交差点に進入する 2台の車　　と　　がそれぞれ進むか停まるか決める

進

停

進 停

　　

　　

0 3
4 1

0 4
3 1

　　　　 ナッシュ均衡ナッシュ均衡
誰も𨓜脱しても期待利得が
改善しない安定した状態

(進,停)

(停,進)

それぞれ独立に確率 1/2ずつ

交差点のゲーム 20/ 49



仲介者（交通信号など）によってプレイヤーたちの行動が任意に相関

進

停

進 停

　　

　　

0 3
4 1

0 4
3 1

　　　　
　　　　

相関均衡相関均衡

仲介者　　が各プレイヤーに行動推薦
　　
　　

　　 　　
進 停

cf. ナッシュ均衡では各自独立に行動選択
ナッシュ均衡を含む無限個存在
例）(進,停)と (停,進)を確率 1/2ずつ

相関均衡 [Aumann’74] 21/ 49



N = {1, 2, . . . , n}プレイヤーの集合 N = { , }

Ai プレイヤー i ∈ N の行動の集合（有限） Ai = {進,停 }
A = A1 × A2 × · · · × An 行動の組（action profile）全体の集合
vi : A→ Rプレイヤー i ∈ N の効用関数 v (進,停) = 4

定義
行動の組の分布 π ∈ ∆(A)が相関均衡 a−i = (aj)j∈N\{i} i以外の行動の組
△⇔任意のプレイヤー i ∈ N と𨓜脱 ϕ : Ai → Aiについて

E
a∼π

[vi(ϕ(ai), a−i)] ≤ E
a∼π

[vi(a)] （𨓜脱しても期待利得が改善しない）

この定義において πを直積分布に制限すれば、ナッシュ均衡の定義に一致

相関均衡 [Aumann’74] 22/ 49



定義
行動の組の分布 π ∈ ∆(A)が相関均衡
△⇔任意のプレイヤー i ∈ N と𨓜脱 ϕ : Ai → Aiについて

E
a∼π

[vi(ϕ(ai), a−i)] ≤ E
a∼π

[vi(a)] （𨓜脱しても期待利得が改善しない）

進

停

進 停

0 3
4 1

0 4
3 1

前頁の相関均衡の例は以下のような分布 π ∈ ∆(A)

π(進,停) = 1/2, π(停,進) = 1/2

どのような ϕを使っても期待利得は非増加
例）ϕ(進) =停, ϕ(停) =停を使うと 3.5から 2へ減少

相関均衡 23/ 49



定理 [Vetta 2002, Roughgarden’15]
整合的効用ゲームにおける相関均衡の PoA ≥ 0.5

証明証明 任意の相関均衡 π ∈ ∆(A)と最適解 a∗ ∈ argmaxa∈A f(a)について

E
a∼π

[f(a)] ≥ E
a∼π

[∑
i∈N

vi(a)
]
≥ E

a∼π

[∑
i∈N

vi(a∗i , a−i)
]

≥ E
a∼π

[∑
i∈N

{f(a∗i , a−i)− f(a−i)}
]
≥ f(a∗)− E

a∼π
[f(a)]

不等号はそれぞれ総効用条件、相関均衡の定義、限界貢献条件、劣モジュラ性と単調性より

ゆえに 2 E
a∼π

[f(a)] ≥ f(a∗)，すなわち PoA ≥ 1/2 □

記法の濫用により
f(a) △= f({a1, . . . , an})
f(a−i)

△= f({aj | j ∈ N \ {i}})
と表記

PoA下界の証明 24/ 49



定義
ゲーム (N, (Ai)i∈N , (vi)i∈N)が (λ, µ)-smooth
△⇔ ∀a, a∗ ∈ A: ∑

i∈N
vi(a∗i , a−i)︸ ︷︷ ︸

各プレイヤー i が
行動 a∗

i
へと𨓜脱

≥ λ f(a∗)︸ ︷︷ ︸
a∗ によるsocial welfare

−µ f(a)︸ ︷︷ ︸
a によるsocial welfare

a

a∗ 大域最適

(a∗1, a−1) (a∗2, a−2) (a∗n, a−n)
各プレイヤーの𨓜脱の和が
大域最適との距離を近似

定理 [Roughgarden’15]
(λ, µ)-smooth gameにおいて相関均衡の PoA ≥ λ/(1 + µ)

Ai 行動の集合 (i ∈ N )
A :=

∏
i∈N Ai

vi : A→ R利得関数
f : A→ R社会厚生

(∑i vi(a) ≤ f(a))

参考：ゲームのsmoothness [Roughgarden’15] 25/ 49
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休日に一緒に出かけたい　　と　　がそれぞれ行き先を決める
　　は海　　に行きたいが、　　は山　　に行きたい

海　　

山　　

海　　 山　　

　　

　　

3 1
0 44 1

0 3

行きたい場所→ +1点
同じ場所→それぞれ +3点ずつ

行き先を決めるゲーム（完備情報版） 27/ 49



各プレイヤーのタイプ（好み）が共有された事前分布に従って決まるゲーム
　　と　　はそれぞれ確率 1/2で海　　派、確率 1/2で山　　派

（互いに相手のタイプは知らないが分布は知っている）

海　　

山　　

海　　 山　　

　　
　　派

　　　　派確率 1/4

4 0
1 34 1

0 3
海　　

山　　

海　　 山　　

　　
　　派

　　　　派確率 1/4

3 1
0 44 1

0 3

ベイジアンゲーム （不完備情報ゲーム +共有事前分布） [Harsanyi’67] 28/ 49



N = {1, 2, . . . , n}プレイヤーの集合 N = { , }

Ai プレイヤー i ∈ N の行動の集合（有限） A1 = A2 = { , }

Θi プレイヤー i ∈ N のタイプの集合（有限） Θ1 = Θ2 = { 派, 派 }

A = ∏
i∈N Ai 行動の組全体の集合, Θ = ∏

i∈N Θi タイプの組全体の集合
ρ ∈ ∆(Θ)タイプの組の事前分布（共有知識） ρ( 派, 派) = 1/4

vi : Θ× A→ Rプレイヤー i ∈ N の効用関数 v1( 派, 派; , ) = 1

1 タイプの組 θ ∼ ρが生成され、各 i ∈ N が自分のタイプ θiを知る
2 各 i ∈ N は他人のタイプ θ−iを知らないまま行動 ai ∈ Aiを選択

ベイジアンゲーム 29/ 49



ベイズ相関均衡（ベイジアンゲームにおける相関均衡）には
複数の自然な定義があり、それぞれ異なる情報交換の仕組みをもつ

ベイジアン・ナッシュ均衡

戦略形相関均衡
コミュニケー
ション均衡

エージェント
標準形
相関均衡

ベイジアン解

さまざまなベイズ相関均衡 [Forges’93] 30/ 49



ベイジアンゲームの戦略形
タイプから行動への写像 si : Θi → Ai（戦略と呼ぶ）を一つの行動と解釈
各プレイヤーは戦略全体 Si := AΘi

i から戦略を一つ選択

仲介者　　は各プレイヤーに private channelでタイプごとの行動を推薦
←推薦から𨓜脱するインセンティブがない

　　 　　　　
　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

戦略形相関均衡 31/ 49



定義
分布 σ ∈ ∆(S1 × · · · × Sn)が戦略形相関均衡であるとは，
任意のプレイヤー i ∈ N と任意の戦略の𨓜脱 ϕSF : Si → Si について

E
θ∼ρ

[
E
s∼σ

[vi(θ; s1(θ1), . . . , sn(θn))]
]
≥ E

θ∼ρ

[
E
s∼σ

[vi(θ;ϕSF(si)(θi), s−i(θ−i))]
]

　　 　　　　
　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

戦略形相関均衡の定義 32/ 49



1 仲介者　　は各プレイヤーの真のタイプを観測 　　 　　　　
　　派　　派

2 仲介者　　は各プレイヤーに private channelで行動を推薦
←推薦から𨓜脱するインセンティブがない

　　 　　　　
　　を推薦　　を推薦

仲介者　　はタイプの組に基づいて推薦（cf. SFCEは戦略表現性（次頁）あり）

ベイジアン解 [Forges’93] 33/ 49



定義
分布 π ∈ ∆(A)Θがベイジアン解であるとは，
任意のプレイヤー i ∈ N と任意の推薦後の𨓜脱 ϕ : Θi × Ai → Ai について

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[vi(θ; a)]

]
≥ E

θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[vi(θ;ϕ(θi, ai), a−i)]

]

分布 π ∈ ∆(A)Θが戦略表現性をもつ (strategy-representable)
△⇔ある戦略の組の分布 σ ∈ ∆(S1 × · · · × Sn)が存在して

Pr
s∼σ

(s1(θ1) = a1, . . . , sn(θn) = an) = π(a | θ) (∀θ ∈ Θ, a ∈ A)

ベイジアン解の定義 34/ 49



戦略の組の分布としては表現できない

　　

　　

　　

　　

　　　　確率 1/2

0
00

0
　　

　　

　　

　　

　　　　確率 1/2

0
00

0

　　が　　派なら
　　は　　を推薦
　　が　　派なら
　　は　　を推薦

戦略表現性をもたない分布 35/ 49



1.局所探索とその近似保証
2.局所解と均衡の対応
3.相関均衡の近似的最適性
4.既存研究：ベイジアンゲームにおける相関均衡
5.本研究：劣モジュラ社会厚生をもつベイジアンゲーム
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タイプごとに別のプレイヤーとみなして社会厚生関数を定義

　　 　　 　　 　　

　　 　　 　　 　　　　 　　 　　 　　
確率
0.5

確率
0.5

確率
0.5

確率
0.5

確率 1/4

　　は　　のタイプを知らない
　　は　　のタイプを知らない

　　 　　　　 　　

確率 1/4

　　は　　のタイプを知らない
　　は　　のタイプを知らない

　　 　　　　 　　

QQ ベイズ相関均衡の各概念のあいだで PoAの保証に差はあるか？

ベイジアン整合的効用ゲームの例 37/ 49
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N = {1, 2, . . . , n}プレイヤーの集合 N = { , }

Θi プレイヤー i ∈ N のタイプの集合（有限） Θ = Θ = { , }

Aθii タイプ θi ∈ Θiをもつプレイヤー i ∈ N の行動の集合（有限） A = { , }

Θ = ∏
i∈N Θi タイプの組全体の集合

ρ ∈ ∆(Θ)タイプの組の事前分布 ρ( , ) = 1/4

vi : A→ R各プレイヤー i ∈ N の効用関数
ただし A =

∏
i∈N

( ⋃
θi∈Θi

Aθi
i

)
は実現しうる行動の組全体の集合

ベイジアンゲーム（タイプ依存行動集合の定式化） 38/ 49



通常の定式化
Ai プレイヤー i ∈ N の行動の集合（有限）
vi : Θ× A→ Rプレイヤー i ∈ N の効用関数

(θi, ai)を一つの行動とみなす Ai :=
⋃
θi A

θi
i とし，∀θ′i ̸= θiの行動を無視

タイプ依存行動集合の定式化
Aθii タイプ θi ∈ Θiをもつプレイヤー i ∈ N の行動の集合（有限）
vi : A→ R各プレイヤー i ∈ N の効用関数
ただし A =

∏
i∈N

( ⋃
θi∈Θi

Aθi
i

)
は実現しうる行動の組全体の集合

二つの定式化の等価性 39/ 49



vi : A→ R各 i ∈ N の効用関数（A =
∏
i∈N

( ⋃
θi∈Θi

Aθi
i

)
は行動の組全体）

f : 2E → R非負単調劣モジュラ関数（E =
⋃
i∈N

⋃
θi∈Θi

Aθi
i 全プレイヤーの行動全体）

定義（ベイジアン整合的効用ゲーム） [Fujii’25]∑
i∈N

vi(a) ≤ f({a1, . . . , an}) (∀a ∈ A) （総効用条件）

vi(a) ≥ f({a1, . . . , an})− f({aj | j ∈ N \ {i}}) (∀i ∈ N, a ∈ A)
（限界貢献条件）

両方成り立つ場合にベイジアン整合的効用ゲーム，
さらに限界貢献条件が等号で成り立つときベイジアン基本的効用ゲームと呼ぶ

ベイジアン整合的効用ゲーム 40/ 49
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均衡の集合Π ⊆ ∆(A)Θに対して PoAと Price of Stability（PoS）は

PoAΠ
△=

inf
π∈Π

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[f(a)]

]

E
θ∼ρ

[
max
a∗∈Aθ

f(a∗)
]

PoSΠ
△=

sup
π∈Π

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[f(a)]

]

E
θ∼ρ

[
max
a∗∈Aθ

f(a∗)
]

社会厚生の値
最悪の均衡による

社会厚生の最大値

社会厚生の値
最良の均衡による

社会厚生の最大値

完備情報との違い完備情報との違い 最適な行動 a∗i が他プレイヤーのタイプ θ−iに依存

Aθ
△= ∏

i∈N A
θi
i

記法の濫用により
f(a) △= f({a1, . . . , an})と表記

ベイジアンゲームにおけるPoAとPoSの定義 41/ 49
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PoAの上下界PoAの上下界

戦略形
相関均衡

エージェント標準形
相関均衡

コミュニケーション
均衡

ベイジアン
解

inf PoA = 0.5

inf PoA ∈ [0.316, 0.441]

PoSの上下界PoSの上下界

戦略形
相関均衡

エージェント標準形
相関均衡

コミュニケーション
均衡

ベイジアン
解

inf PoS = 1− 1/e

inf PoS ∈ [1− 1/e, 0.8] inf PoS = 1

PoS結果はより強い条件（basic utility）下
上記の結果はタイプ事前分布 ρのプレイヤーごとの独立性を仮定

本研究の貢献 [Fujii’25] 42/ 49



PoAΠ
△=

inf
π∈Π

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[f(a)]

]

E
θ∼ρ

[
max
a∗∈Aθ

f(a∗)
]

PoAΠ =
inf
π∈Π

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[f(a)]

]
max
s∗∈S

E
θ∼ρ

[f(s∗(θ))]︸ ︷︷ ︸
完備情報の
場合に帰着

·
max
s∗∈S

E
θ∼ρ

[f(s∗(θ))]

E
θ∼ρ

[
max
a∈Aθ

f(a)
]

︸ ︷︷ ︸SR gap

社会厚生の値
最悪の均衡による

社会厚生の最大値

社会厚生の値
最適な戦略の組による

Si =
∏

θi∈Θi

Aθi
i 各 i ∈ N の戦略全体の集合

si ∈ Si はタイプ θi ごとに行動 si(θi)を決定
S

△=
∏
i∈N

Si, s(θ) △= (s1(θ1), . . . , sn(θn))

戦略表現性ギャップ (SR gap) [Fujii’25] 43/ 49
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Aθ11

A
θ′2
2 A

θ′3
3

Aθ22 Aθ33

A
θ′1
1

プレイヤー 1 プレイヤー 2 プレイヤー 3

プレイヤーごとに一つのブロックが事前分布に従って決定

戦略表現性ギャップ (SR gap) [Fujii’25] 44/ 49
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QQ 非負単調劣モジュラ関数における SR gapの最小値は？

SRgapf,ρ =
max
s∗∈S

E
θ∼ρ

[f(s∗(θ))]

E
θ∼ρ

[
max
a∈Aθ

f(a)
]

事前分布 ρがプレイヤーごとに独立な場合
inf

f, ρ : 独立
SRgapf,ρ = 1− 1/e 相関ギャップ +弱負回帰 [Qiu–Singla’22]

事前分布 ρは相関してもよい場合（任意の分布）
inf
f,ρ

SRgapf,ρ = Θ(1/
√
n) 多重線形拡張 +要素を大小に分けて解析

戦略表現性ギャップの上下界 [Fujii’25] 45/ 49



定理
ρが独立なら SRgapf,ρ ≥ 1− 1/eであり，この下界は tight
下界下界 相関ギャップ +弱負回帰（負の相関の一種）
上界上界

　　 　　 . . . 　　 　　

　　 　　 . . . 　　 　　

各プレイヤーはランダムに選ばれた
log n個の資源に接続

最適な社会厚生: n
高確率で完全マッチングが存在

最適な戦略の組: ≈ (1− 1/e)n
各資源が選ばれる期待確率を上から抑えられる

戦略表現性ギャップの上下界（独立な場合） 46/ 49



定理
inf
f,ρ

SRgapf,ρ = Θ(1/
√
n)

下界下界 複雑 上界上界 Θ1 = · · · = Θn = [n]k j ∼ [k]かつ ℓ1, . . . , ℓk ∼ [n]

タイプ {(ℓ1, . . . , ℓj−1, t, ℓj+1, . . . , ℓk) | t ∈ [n]}を n人のプレイヤーにランダムに割り当てる

　　
　　
　　
　　

　　
　　
　　
　　

　　
　　
　　
　　

　　
　　
　　
　　

1番目の行動
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　

2番目の行動
n = 4, k = 2の場合

E = [k]× [n]資源の集合 行動の数は kずつ
タイプ ℓの h番目の行動は (h, ℓh) ∈ E を選ぶこと
k =
√
nとすると

最適な社会厚生: n
最適な戦略の組: ≤ k + n/k = 2

√
n

戦略表現性ギャップの上下界（一般の場合） 47/ 49



命題

独立な ρをもつ例で PoABS ≤
1− 1/

√
e

3/2− 1/
√
e
≈ 0.4403

　　 　　 . . . 　　 　　

　　 　　 . . . 　　 　　

奇数プレイヤー：全ての資源に接続
偶数プレイヤー：ランダムに一つの資源に接続
奇数プレイヤーが偶数プレイヤーに優先

悪いベイジアン解:
プレイヤー (2k − 1)にプレイヤー 2kの行動を推薦

最適: ≈ n/2︸︷︷︸
奇数

+(1− 1/
√
e)n︸ ︷︷ ︸

偶数

, ベイジアン解: ≈ (1− 1/
√
e)n

ベイジアン解のPoA上界 48/ 49



PoAの上下界PoAの上下界

戦略形
相関均衡

エージェント標準形
相関均衡

コミュニケーション
均衡

ベイジアン
解

inf PoA = 0.5

inf PoA ∈ [0.316, 0.441]

PoSの上下界PoSの上下界

戦略形
相関均衡

エージェント標準形
相関均衡

コミュニケーション
均衡

ベイジアン
解

inf PoS = 1− 1/e

inf PoS ∈ [1− 1/e, 0.8] inf PoS = 1

PoS結果はより強い条件（basic utility）下
上記の結果はタイプ事前分布 ρのプレイヤーごとの独立性を仮定
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ベイジアンゲームのエージェント標準形
各プレイヤーをタイプごとに異なる仮想的なプレイヤーとみなす
実現したタイプに対応する仮想的プレイヤーだけがゲームに参加する
例）仮想的プレイヤー 4人 ( , ), ( , ), ( , ), ( , )のうち 2人がゲームに参加
戦略形相関均衡との違い：
各プレイヤーは自分のタイプ以外への推薦は観測しない

仲介者　　によって実現する自然なシナリオは知られていない

エージェント標準形相関均衡 2/ 9



定義
分布 σ ∈ ∆(S1 × · · · × Sn)がエージェント標準形相関均衡であるとは，
任意のプレイヤー i ∈ Nと任意のタイプごとの𨓜脱 ϕ : Θi × Ai → Aiについて

E
θ∼ρ

[
E
s∼σ

[vi(θ; s1(θ1), . . . , sn(θn))]
]
≥ E

θ∼ρ

[
E
s∼σ

[vi(θ;ϕ(θi, si(θi)), s−i(θ−i))]
]

エージェント標準形相関均衡の定義 3/ 9



確率 0.5で
　　 　　　　
　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　へ

確率 0.5で
　　 　　　　
　　派なら　　へ

　　派なら　　へ

　　へ

この分布では，　　と　　（　　派）は常に同じ場所を推薦される
この分布は SFCEではない：　　（　　派）は常に　　を推薦されるが，　　（　　派）への
推薦を観測すれば，　　と同じ行動へ𨓜脱できる
この分布は ANFCE：　　（　　派）は自分への推薦（常に　　）だけを観測するため，
𨓜脱しても得しない

ANFCEだがSFCEでない例 4/ 9



仲介者　　とプレイヤーたちの双方向の情報交換で実現
1 各プレイヤーは仲介者　　に private channelでタイプを報告
←嘘のタイプを報告するインセンティブがない

　　 　　　　
　　派です　　派です

2 仲介者　　は private channelで各プレイヤーに行動を推薦
←推薦から𨓜脱するインセンティブがない

　　 　　　　
　　を推薦　　を推薦

コミュニケーション均衡 [Myerson’82, Forges’86] 5/ 9



定義
分布 π ∈ ∆(A)Θがコミュニケーション均衡であるとは，
任意のプレイヤー i ∈ N，嘘のタイプ報告 ψ : Θi → Θi，
推薦された行動からの𨓜脱 ϕ : Θi × Ai → Ai について

E
θ∼ρ

[
E

a∼π(θ)
[vi(θ; a)]

]
≥ E

θ∼ρ

[
E

a∼π(ψ(θi),θ−i)
[vi(θ;ϕ(θi, ai), a−i)]

]

1 プレイヤー iが真のタイプ θiに基づきタイプ ψ(θi)を報告
2 報告されたタイプの組に基づき仲介者が a ∼ π(ψ(θi), θ−i)を推薦
3 プレイヤー iが推薦された行動 aiに基づき行動 ϕ(θi, ai)に𨓜脱

コミュニケーション均衡の定義 6/ 9



メカニズムデザインメカニズムデザイン 相関均衡相関均衡
1 各プレイヤーがタイプを報告
←嘘をついても得しない

　　
　　

　　　　
入札額¥ 10入札額¥ 20

1 タイプなし（完備情報）

2 　　が結果を決定
←この決定は𨓜脱不可

　　 　　　　
　　 支払額¥ 0支払額¥ 20

2 　　が行動を推薦
←𨓜脱しても得しない

　　 　　　　
　　を推薦　　を推薦

コミュニケーション均衡は二つの概念の融合 7/ 9



戦略形
相関均衡

戦略表現性つき
コミュニケー
ション均衡

エージェント標準形
相関均衡

コミュニケー
ション均衡 ベイジアン解

正直申告のインセンティブ制約を除去

正直申告のインセンティブ制約を除去

戦略表現性を除去 戦略表現性を除去

タイプ θi への推薦のみ観測

ベイジアンゲームの相関均衡概念の関係 8/ 9



命題
ρが独立なら PoACom.Eq. ≥ 0.5 （戦略表現性ギャップを用いた保証を改善）

証明の流れは完備情報 (non-Bayesian)の場合と同じ
プレイヤー i ∈ N が θ′ ∼ ρを独自に生成しタイプ θ′iを報告する𨓜脱を考える

（コミュニケーション均衡の条件）
ρの独立性を用いて，不等式中の真のタイプ θiと嘘のタイプ θ′iを入れ替え

注意注意 同じ結果がエージェント標準形相関均衡にも成り立つ

コミュニケーション均衡のPoA下界 9/ 9
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