
1/ 26

辞書選択のための高速な貪欲アルゴリズム

藤井海斗（東京大学D2）
（相馬輔（東京大学）との共同研究）

OPTAつくば合宿
2018/6/10



2/ 26

目次

1 問題設定

2 提案アルゴリズム

3 実験



3/ 26

辞書とは



3/ 26

辞書とは



4/ 26

辞書

現実の信号が少数のパターンでできているなら、
“よい”辞書によって信号のスパース表現が得られる
パッチパッチ 辞書の元（アトム）のスパース結合辞書の元（アトム）のスパース結合

= 0.4 + 0.1 + 0.9
= 0.2 + 0.2 + 0.3
= 0.5 + 0.5 + 0.1
...

辞書辞書
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辞書

ほとんどのパッチは辞書の元のスパース結合で表現できる

yt = D
辞書

wt + εt

ノイズパッチ
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応用：画像復元

画像の失われた画素を復元する問題

入力入力 出力出力
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辞書作成への 3つのアプローチ
既存の辞書を使う

信号処理の研究で考案された
既存の辞書を使う

欠点 データに合わせられない

辞書学習

与えられたデータから
辞書を学習する

欠点 難しい非凸最適化

辞書選択 [Krause–Cevher’10]
既存の辞書の和集合から
要素を選択して辞書を作る
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辞書選択 [Krause–Cevher’10]

既存の辞書の和集合 V

DCT 基底 Haar 基底 Db4 基底 coiflet 基底
選択された辞書 X ⊆ V s.t. |X | ≤ k

≈ w1 +w2 +w3 ≈ w1 +w2 +w3

パッチ yt のためのアトム集合 Zt ⊆ X s.t. |Zt| ≤ s
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辞書選択 [Krause–Cevher’10]

ft(Zt) △= ∥yt∥22 −minw ∥yt − DZtw∥22
アトムの集合 Zt によって yt をどれだけうまく表現できるか

アトム集合 Zt を横に並べた行列

MinimizeX⊆V
T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt)
subject to |X | ≤ k パッチ yt の

スパース表現のための
アトム集合 Zt を選択
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辞書選択に対する既存アルゴリズム

アルゴリズム 理論保証
実験的な

出力の質
計算時間

Modular Approximation

OMP evaluation
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本研究の貢献

辞書選択のための実用的なアルゴリズムは存在しなかった

辞書学習に匹敵する良質な辞書を
大幅に高速に出力するアルゴリズムを提案

そのほかの貢献そのほかの貢献

より複雑な疎性制約に対するアルゴリズムを提案

辞書選択をオンライン設定へと拡張
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Replacement GreedyとReplacement OMP
二段階劣モジュラ最大化のための

Replacement Greedy [Stan+’17]

Replacement Greedy
O(s2dknT)時間

貢献 1 Replacement Greedyを辞書選択に適用

Replacement OMP
O((n+ ds)kT)時間

貢献 2 OMPのアイデアでおよそ O(s2d)倍高速化



14/ 26

Replacement GreedyとReplacement OMP
二段階劣モジュラ最大化のための

Replacement Greedy [Stan+’17]

Replacement Greedy
O(s2dknT)時間

貢献 1 Replacement Greedyを辞書選択に適用

Replacement OMP
O((n+ ds)kT)時間

貢献 2 OMPのアイデアでおよそ O(s2d)倍高速化



14/ 26

Replacement GreedyとReplacement OMP
二段階劣モジュラ最大化のための

Replacement Greedy [Stan+’17]

Replacement Greedy
O(s2dknT)時間

貢献 1 Replacement Greedyを辞書選択に適用

Replacement OMP
O((n+ ds)kT)時間

貢献 2 OMPのアイデアでおよそ O(s2d)倍高速化



15/ 26

辞書選択

既存の基底

DCT 基底 Haar 基底 Db4 基底 coiflet 基底
選択された辞書

≈ w1 +w2 +w3 ≈ w1 +w2 +w3

各パッチのスパース表現

X

Z1 Z2
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Replacement GreedyとReplacement OMP

Z1 Z2 Z3 Z4

X

k = 5, s = 3, T = 4

Replacement GreedyReplacement Greedy
argmaxv∈V

T∑
t=1

ft(Zt + v)
目的関数値を愚直に評価 遅い

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

(a⊤v ŷt)2 (ŷt 残差)
目的関数値を近似的に評価 速い

Replacement GreedyReplacement Greedy
argmaxv∈V

T∑
t=1

max§0,maxut∈Zt ft(Zt − ut + v)ª
目的関数値を愚直に評価 遅い

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

max
¨
0, 1

Σ22
�a⊤v ŷt�2 − minut∈Zt(w∗t )2ut

«
(ŷt 残差、w∗t 最適おもみベクトル)

目的関数値を近似的に評価 速い
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目的関数値を近似的に評価 速い

Replacement GreedyReplacement Greedy
argmaxv∈V

T∑
t=1

max§0,maxut∈Zt ft(Zt − ut + v)ª
目的関数値を愚直に評価 遅い

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

max
¨
0, 1

Σ22
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argmaxv∈V

T∑
t=1

(a⊤v ŷt)2 (ŷt 残差)
目的関数値を近似的に評価 速い

Replacement GreedyReplacement Greedy
argmaxv∈V

T∑
t=1

max§0,maxut∈Zt ft(Zt − ut + v)ª
目的関数値を愚直に評価 遅い

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

max
¨
0, 1

Σ22
�a⊤v ŷt�2 − minut∈Zt(w∗t )2ut

«
(ŷt 残差、w∗t 最適おもみベクトル)

目的関数値を近似的に評価 速い
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理論的な結果

定理
Replacement Greedyは O(s2dknT)時間、
Replacement OMPは O((n+ ds)kT)時間で、
ともに
�
σ22s
Σ22

�2�
1− exp
�
− Σ22
σ22s

��
近似

Σs △= maxZ⊆V : |Z|≤sσmax(DZ) s列の列部分行列の最大特異値
σs △= minZ⊆V : |Z|≤sσmin(DZ) s列の列部分行列の最小特異値



18/ 26

アルゴリズムのまとめ

アルゴリズム 近似比 計算時間

Modular Approximation σ2s
Σ2s

�
1− 1

e
�

O((k+ d)nT)

OMP evaluation O(1/k) O(sdk2nT)

Replacement Greedy σ42s
Σ42

�
1− exp
�
− Σ22
σ22s

��
O(s2dknT)

Replacement OMP σ42s
Σ42

�
1− exp
�
− Σ22
σ22s

��
O((n+ ds)kT)
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3 実験
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実験設定

データセットデータセット （すべてのパッチは 8× 8 pixel）
人工データ:
ランダムに決めた真の辞書からランダムに生成

実データ
VOC2006 image datasetからランダムに抽出

台集合台集合 DCT、ウェーブレット（Haar, Db4, coiflet）
パラメータパラメータ T = 100 or 1000、s = 5、試行 20回の平均
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実験結果：辞書選択の既存法と比較（人工データ）
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Replacement OMPは OMP Evaluationより高速
かつModular Approximationよりよい解を出力
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実験結果：辞書選択の既存法と比較（実データ）
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Replacement OMPは OMP Evaluationより高速
かつModular Approximationよりよい解を出力
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実験結果：辞書学習の手法と比較（人工データ）
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提案手法（Replacement OMPとその亜種）は
辞書学習（MOD、k-SVD）より高速に遜色ない解を出力
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実験結果：辞書学習の手法と比較（実データ）
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提案手法（Replacement OMPとその亜種）は
辞書学習（MOD、k-SVD）より高速に遜色ない解を出力
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アルゴリズムのまとめ

アルゴリズム 理論保証
実験的な

出力の質
計算時間

Modular Approximation

OMP evaluation

Replacement Greedy

Replacement OMP
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本研究の貢献

辞書選択のための実用的なアルゴリズムは存在しなかった

辞書学習に匹敵する良質な辞書を
大幅に高速に出力するアルゴリズムを提案

そのほかの貢献そのほかの貢献

より複雑な疎性制約に対するアルゴリズムを提案

辞書選択をオンライン設定へと拡張
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信号処理の知見を利用

信号処理の研究で開発された辞書を利用する
例）離散コサイン変換（DCT）、ウェーブレット、…

離散コサイン変換のサイズ 8× 8 の基底
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辞書学習

データから辞書を学習する

入力入力

{y1, · · · ,yT} ⊂ Rd データ点（パッチ）の集合

sスパース性のパラメータ
k 辞書サイズの制約

出力出力 D ∈ Rd×k 辞書
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辞書

ほとんどのパッチは辞書の元のスパース結合で表現できる

yt = D
辞書

wt + εt

ノイズパッチ
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辞書学習

データから辞書を学習する問題

MinimizeD
T∑
t=1

minwt:∥wt∥0≤s ∥yt − Dwt∥22
subject to D ∈ Rd×k

yt
T∑
t=1

minwt : ∥wt∥0≤s − D
辞書

wt

2

2

RemarkRemark
目的関数値の評価は NP困難 [Natarajan’95]

最も一般的なアプローチは ℓ0 ノルムの ℓ1 ノルムへの
緩和だが、緩和しても非凸
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辞書学習

データから辞書を学習する問題

MinimizeD
T∑
t=1

minwt:∥wt∥0≤s ∥yt − Dwt∥22
subject to D ∈ Rd×k

yt
T∑
t=1

minwt : ∥wt∥0≤s − D
辞書

wt

2

2

RemarkRemark
目的関数値の評価は NP困難 [Natarajan’95]

最も一般的なアプローチは ℓ0 ノルムの ℓ1 ノルムへの
緩和だが、緩和しても非凸
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貪欲法

空集合から始めて、各ステップ増分最大の要素を追加

集合関数の最大化集合関数の最大化

Maximize f (S)
subject to |S| ≤ k 要素数の制約

集合関数 f : 2V → R≥0

1: X ← ∅.
2: for |X | < k do
3: v∗ ∈ argmax{f (X + v) | v ∈ V}
4: X ← X + v∗
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最小化問題から最大化問題へ

MinimizeX⊆V
T∑
t=1

minw:∥w∥0≤s ∥yt − AXw∥22
subject to |X | ≤ k

MaximizeX⊆V
T∑
t=1

�
∥yt∥22 − minw:∥w∥0≤s ∥yt − AXw∥22

�
subject to |X | ≤ k

近似比の意味では、これらの問題は等価でない
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二段階最適化問題としての辞書選択

MaximizeX⊆V
T∑
t=1

�
∥yt∥22 − minw:∥w∥0≤s ∥yt − AXw∥22

�
subject to |X | ≤ k

MaximizeX⊆V
T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt)
subject to |X | ≤ k

ft(Zt) := ∥yt∥22 −minw ∥yt − AZtw∥22
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台集合に関する仮定

Aの各列の正規化を仮定（∀i ∈ V について ∥ai∥2 = 1）
Σs △= maxZ⊆V : |Z|≤sσmax(DZ)

s列の列部分行列の最大特異値
σs △= minZ⊆V : |Z|≤sσmin(DZ)

s列の列部分行列の最小特異値
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既存手法 1：Modular Approximation[Krause–Cevher’10, Das–Kempe’11]

モジュラ関数（線形関数）を用いて目的関数を近似

MaximizeX⊆V h(X) = T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt)

MaximizeX⊆V h̃(X) = T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s f̃t(Zt)

f̃t(Zt) =∑
i∈Zt

ft({i})線形近似
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既存手法 1：Modular Approximation[Krause–Cevher’10, Das–Kempe’11]

補題 1補題 1 1
Σ2s h(X) ≤ h̃(X) ≤ 1

σ2s h(X)
補題 2補題 2 h̃は単調劣モジュラ

定理 [Das–Kempe’11]
Modular Approximationは σ2s

Σ2s
�1− 1e
�
近似

MAはアトムのあいだの相関を無視しているため、
実用的な性能はあまりよくない
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Orthogonal Matching Pursuit
スパース線形回帰に対する貪欲法の一種

MaximizeZ⊆X f (Z) = ∥y∥22 −minw ∥y− AZtw∥22
subject to |Z| ≤ s

Orthogonal Matching PursuitOrthogonal Matching Pursuit
For i = 1, · · · , s:

w∗Z ∈ argminw ∥y− AZw∥22
Z← Z + v where v ∈ argmaxv∈V

����a⊤v ( y− DZw∗Z )

����
残差
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既存手法 2：OMP evaluation[Krause–Cevher’10, Das–Kempe’11]

目的関数値を OMPで近似的に計算
MaximizeX⊆V h(X) = T∑

t=1
maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt)

MaximizeX⊆V h̃(X) = T∑
t=1

ft(ZX,OMPt )

ZX ,OMPt ft を目的関数、X を台集合としたときの
OMPの解
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既存手法 2：OMP evaluation[Krause–Cevher’10, Das–Kempe’11]

目的関数値を OMPで近似的に計算
定理 [Das–Kempe’11]
OMP evaluationは σ2s

Σ2s
· 1− exp(−pσ2s )k − kpσ2s + 1 近似

ただし、p = (1− exp(−σ42s))/Σ2s

この近似比はModular Approximationより大幅に悪い
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二段階劣モジュラ最大化

MaximizeX⊆V
T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt)
subject to |X | ≤ k
ft(Z) = ∥yt∥22 −minw ∥yt − AZw∥22 劣モジュラでない

辞書選択

ft が単調劣モジュラ
二段階劣モジュラ最大化 [Balkanski+’16]

Replacement Greedy [Stan+’17]は二段階劣モジュラ最大化
のためのアルゴリズムとして提案された
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Replacement Greedy
MaximizeX⊆V

T∑
t=1

maxZt⊆X : |Zt |≤s ft(Zt) subj. to |X | ≤ k

0 初期化 X :=∅, Zt :=∅ (∀t ∈ [T ])
1 最初の sステップ

argmaxv∈V
T∑
t=1

ft(Zt + v)を X と Zt(∀t ∈ [T ])に追加
2 s+ 1ステップ目から k ステップ目

argmaxv∈V
T∑
t=1

max§0,maxut∈Zt ft(Zt − ut + v)ªを
X に追加し、各 Zt に置換を適用
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理論的な結果

定理Replacement Greedyは
O(s2dknT)時間で σ22s

Σ22

�
1− exp
�
− Σ2
σ2s
��
近似解を出力

Modular Approximationの近似比 σ2s
Σ2s

�
1− 1

e
�
との

比較は困難
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Replacement Greedy + OMP = ?
OMPのアイデアを用いて Replacement Greedyを高速化

Forward Regression
O(s2dn)

OMP
O((s2 + n)sd)

Replacement Greedy
O(s2dknT)

Replacement OMP
O((n+ ds)kT)

スパース線形回帰

辞書選択
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Forward Regression vs. OMP
Max.Z⊆X f (Z) = ∥y∥22 −minw ∥y− AZtw∥22 s.t. |Z| ≤ s
FRFR 各ステップで argmaxv∈V f (Z + v)を Z に追加

OMPOMP 各ステップで argmaxv∈V |a⊤v ŷ|を Z に追加
ただし、ŷ △= y− DZw∗ およびw∗ ∈ argminw ∥y− DZw∥22

残差 Z に対して最適なw
定理 [Das–Kempe’11, Elenberg+’18]
これらのアルゴリズムはともに (1− exp(−σ2s ))近似
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Replacement OMP（最初の sステップ）
Replacement GreedyReplacement Greedy

argmaxv∈V
T∑
t=1

ft(Zt + v)を X と Zt(∀t)に追加

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

(a⊤v ŷt)2 を X と Zt(∀t)に追加�
ŷt △= yt − AZtw∗t 、w∗t ∈ argminw ∥yt − AZtw∥22

�
残差 Z に対して最適なw
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Replacement OMP（s+ 1ステップ目以降）
Replacement GreedyReplacement Greedy

argmaxv∈V
T∑
t=1

max§0,maxut∈Zt ft(Zt − ut + v)ªを
X に追加し、各 Zt に置換を適用

Replacement OMPReplacement OMP
argmaxv∈V

T∑
t=1

max
¨
0, 1

Σ22
�a⊤v ŷt�2 − minut∈Zt(w∗t )2ut

«
を

X に追加し、各 Zt に置換を適用�
ŷt △= yt − AZtw∗t 、w∗t ∈ argminw ∥yt − AZtw∥22

�
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Replacement OMPのための事前計算
Replacement OMPの実行時に Σ2 の値が必要

解決策 1解決策 1 Σ2 の値を事前に計算しておく
Σ2 = maxZ⊆V : |Z|≤2σmax(DZ) = 1+maxi ̸=j

���a⊤i aj���
は O(n2d)時間で計算可能

解決策 2解決策 2 Σ2 の代わりに上界 2を使う
Σ2 ≤ 2は各列が正規化された任意の Aについて成立
近似比は

σ22s4
�
1− exp
�
− 2
σ2s
��
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アルゴリズムのまとめ

アルゴリズム 近似比 計算時間

Modular Approximation σ2s
Σ2s

�
1− 1

e
�

O((k+ d)nT)

OMP evaluation 複雑 O(sdk2nT)

Replacement Greedy σ22s
Σ22

�
1− exp
�
− Σ2
σ2s
��

O(s2dknT)

Replacement OMP σ22s
Σ22

�
1− exp
�
− Σ2
σ2s
��

O((n+ ds)kT)
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いままでの疎性制約

各パッチに対して s個まで選べる

|Z1| ≤ s |Z2| ≤ s |Z3| ≤ s |Z4| ≤ s

X

y1 y2 y3 y4
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動機

パッチによって線形表現に必要なアトム数が異なるのでは？

単純

複雑

→必要なアトムは少ない

→必要なアトムは多い
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平均疎性制約 [Cevher–Krause’11]

元の制約に加えて、選べるアトム数の合計を s′ 個までに制限

|Z1| ≤ s |Z2| ≤ s |Z3| ≤ s |Z4| ≤ s
T∑
t=1
|Zt| ≤ s′

y1 y2 y3 y4
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一般的な疎性制約のクラス

制約の複雑さを表すパラメータ r を導入
ある解から別の解へ、何回置換すれば移せるか

Z1 Z2 Z3 Z4
X

任意の解

Z1 Z2 Z3 Z4
X

任意の別の解

置換 r 回
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一般化Replacement OMP

一般的な疎性制約のために Replacement OMPを一般化
定理
パラメータ r の疎性制約に対して、
Replacement OMPは σ22s

Σ22

�
1− exp
�
− rk

Σ2
σ2s
��
近似
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さまざまな疎性制約

疎性制約 r の上界

元の制約 r ≤ k
マトロイドの直和 r ≤ k

平均疎性制約（全体のみ） r ≤ 2k − 1
平均疎性制約 r ≤ 3k − 1
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オンライン学習

さまざまなオンライン意思決定問題を含む枠組み

For t = 1, · · · , T :
1 学習者が行動 Xt ∈ F を決める

2 敵対者が目的関数 gt を明らかにする
3 学習者が利得 gt(Xt)を受け取る

学習者 敵対者
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αリグレット

学習者が得た利得と、最適な固定戦略の利得の α 倍の差

regretα(T) △= α maxX∗∈F
T∑
t=1

gt(X∗) −
T∑
t=1

gt(Xt)

最適な固定戦略の利得 学習者の利得

α がオフライン設定の近似比に対応
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オンライン辞書選択

データ点の列 y1, · · · ,yT から辞書を学習
For t = 1, · · · , T :
1 学習者が辞書 AXt を決める
2 敵対者がデータ点 yt を明らかにする
3 学習者が利得 gt(Xt)を受け取る

ただし、gt(Xt) = ∥yt∥22 − minw:∥w∥0≤s ∥yt − AXtw∥22
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理論的な結果

アルゴリズム α

Online Modular Approximation σ2s
Σ2s

�
1− 1

e
�

σ42s
Σ42

�
1− exp
�
− Σ22
σ22s

��Online Replacement Greedy
Online Replacement OMP

定理
これらのアルゴリズムはそれぞれの α について
regretα(T) ≤ kp2T lnnを満たす
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