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集合関数

すべての部分集合に実数値を割り当てる関数

f ({}) = 0

　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　

f : 2N→ R

Nは要素全体の集合
（台集合と呼ぶ）

n △= |N|
N = { , , , , , ,

, , , , , , , }
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集合関数

すべての部分集合に実数値を割り当てる関数

f ({ , }) = 20

　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　

f : 2N→ R

Nは要素全体の集合
（台集合と呼ぶ）

n △= |N|
N = { , , , , , ,

, , , , , , , }
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制約

実行可能な集合を集合族 I ⊆ 2N で表現

例例 要素数の制約
要素数 k以下の集合はすべて実行可能
I = {X ∈ 2N | |X | ≤ k}

例例 予算の制約（ナップサック制約）
各要素 v ∈ Nの価格が cv 円のとき，
合計金額が B円以下の集合はすべて実行可能
I = {X ∈ 2N |∑v∈X cv ≤ B}
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集合関数の最大化

関数値が最大となる部分集合を見つける問題

Maximize f (X) 目的関数

subject to X ∈ I 制約

X ⊆ N を入力すると f (X) の値と X ∈ I かどうかを出力する
オラクルを使えると仮定

解の候補は指数的に多い
全部を調べると天文学的な時間がかかる

QQ f と I がどんな条件を満たせば効率的に解けるか？
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劣モジュラ性

手元にある要素が増えると新しい要素による増分が減る

f (v|A) ≜ f (A ∪ {v})− f (A)
A ⊆ Nに対して v ∈ Nを追加したときの増分

f が劣モジュラ
△⇔ A ⊆ Bを満たす任意の A,B ⊆ Nと v ∈ N \ Bについて

f (v|A) ≥ f (v|B)が成り立つ

A = { }, B = { , }, v = のとき
f ({ , })− f ({ }) ≥ f ({ , , })− f ({ , })

A
Bv
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単調性

要素を追加すると関数値が増える（減らない）

f (v|A) ≜ f (A ∪ {v})− f (A)
A ⊆ Nに対して v ∈ Nを追加したときの増分

f が単調
△⇔任意の A ⊆ Nと v ∈ Nについて f (v|A) ≥ 0が成立

A = { , }, v = のとき
f ({ , , })− f ({ , }) ≥ 0
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劣モジュラ最大化

Maximize f (X) 目的関数（劣モジュラ関数）

subject to X ∈ I 制約

各問題設定（目的関数が単調 or非単調、さまざまな制約）に
対してアルゴリズムが研究されてきた

最も単純な設定
- 単調・要素数制約 I = {X ∈ 2N | |X | ≤ k}

- 非単調・制約なし
でも多項式時間で最適解を求めるのは困難
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近似アルゴリズム

現実には効率的に最適解を求めるのが難しい問題も多い
近似比に保証のある多項式時間アルゴリズム

α = 1α = 0
最適解が
つねに求まる

任意の
アルゴリズム

α ∈ [0,1]がアルゴリズムの近似比（アルゴリズムは α 近似）
△⇔任意の問題例において E[f (X)] ≥ α f (X∗)

（X アルゴリズムの解，X∗ 最適解）
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劣モジュラ最大化に対する主要なアプローチ

1 貪欲法
劣モジュラ最大化アルゴリズムの多くが貪欲法に基づく
連続緩和 +丸め、部分列挙など多様な手法

2 局所探索
マトロイド交叉、交換システムに対しては最良の近似比

3 その他
ランダムサンプリングなど
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単調・要素数制約に対する貪欲法 [NWF’78]

各ステップで目的関数値が最も増える要素を追加していく

　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　
　　 　　 　　
　　 　　 　　 　　

f (∅) = 0

貪欲法
1: X0← ∅
2: for i = 1, · · · , k do
3: vi ∈ argmax

v∈N
f (v|Xi−1)

4: Xi ← Xi−1 ∪ {vi}
5: return Xk
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劣モジュラ関数の性質

f (A|B) △= f (A ∪ B)− f (B)
B ⊆ Nに対して A ⊆ Nを追加したときの増分

補題
f : 2N → Rが劣モジュラのとき
任意の集合 A,B ⊆ Nについて f (A|B) ≤∑v∈A f (v|B)
証明証明 A △= {a1, · · · ,a|A|}任意の順序

f (A|B) =
|A|∑
i=1

f (ai|B ∪ {a1, · · · ,ai−1}) ≤
|A|∑
i=1

f (ai|B)

f
�¦

,
© ��� ¦ ©� ≤ f
� ��� ¦ ©�+ f

� ��� ¦ ©�
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貪欲法の近似保証 (1/2)
定理 [Nemhauser–Wolsey–Fisher’78]
f が非負単調劣モジュラならば

f (Xk) ≥ (1− 1/e) max
X∗ : |X∗|≤k f (X

∗)

補題
f が劣モジュラならば f (vi|Xi−1) ≥ 1

k (f (X∗)− f (Xi−1))

証明証明 f (vi|Xi−1) =max
v∈N f (v|Xi−1) (貪欲法の性質)

≥ 1
k

∑
v∈X∗

f (v|Xi−1) ≥ 1
k
f (X∗|Xi−1) (劣モジュラ性)

≥ 1
k
(f (X∗)− f (Xi−1)) (単調性)
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貪欲法の近似保証 (2/2)
定理 [Nemhauser–Wolsey–Fisher’78]
f が非負単調劣モジュラならば

f (Xk) ≥ (1− 1/e) max
X∗ : |X∗|≤k f (X

∗)

証明証明 f (X∗)− f (Xi) ≤ (1− 1
k )

i f (X∗) を数学的帰納法で示す

(i) i = 0 のとき非負性より f (X∗)− f (∅) ≤ f (X∗)

(ii) i で成り立つと仮定すると
f (X∗)− f (Xi) = f (X∗)− f (Xi−1)− f (vi|Xi−1)
≤
�
1− 1

k

�
(f (X∗)− f (Xi−1)) ≤

�
1− 1

k

�i
f (X∗)

i = k を代入すると (1− 1
k )

k ≤ 1
e より f (Xk) ≥ (1− 1/e)f (X∗)
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貪欲法に関するその他の結果

単調単調
部分列挙によりナップサック制約に対して (1− 1/e)近似

[Sviridenko’04]
pシステム制約に対して 1/(p+1)近似 [Jenkyns’76, CCPV’11]
連続貪欲法によりマトロイド制約に対して (1− 1/e)近似

[Calinescu–Checkuri–Pál–Vondrák’11]
· · ·

非単調非単調
乱択貪欲法により要素数制約に対して 1/e近似 [BFNS’14]
マトロイド制約に対して 0.385 近似 [Buchbinder–Feldman’19]
· · ·
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局所探索

組合せ最適化で広く用いられるアルゴリズム設計法

f
�n , , o� = 10 f

�n , , o� = 30

f
�n , , o� = 40 f

�n , , o� = 60

initial solution

output

初期解から始めて、解を少しずつ変更しながら関数値を改善
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単調・要素数制約に対する局所探索 [NWF’78]

各ステップで目的関数値が最も増える要素を追加していく

局所探索
1: X ←任意の要素数 k の集合
2: while関数値が改善する限り do
3: X から 1要素だけ交換して関数値を改善
4: return X
このアルゴリズムは多項式時間で終わるとは限らない
→改善の幅を ε以上に制限すれば多項式時間

元の論文 [NWF’78]では複数要素の交換も扱われている
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劣モジュラ関数の性質

f
�n , , o� = 10 f

�n , , o� = 70

今の解 最適解

交換を分解

　　 削除
　　 追加

　　 削除
　　 追加

　　 削除
　　 追加

f が非負単調劣モジュラならば、
それぞれの交換による増分の和 ≥最適値 − 2 × 今の値
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劣モジュラ関数の性質

n , , o n , , o今の解 X 最適解 X∗

交換 P1
� , � 交換 P2

� , � 交換 P3
� , �

補題
f が非負単調劣モジュラならば、∑

P∈P
�
f (X△P)− f (X)	 ≥ f (X∗)− 2 f (X)

X△P △= (X \ P) ∪ (P \ X)対称差
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局所探索の近似保証 [NWF’78]

定理 [Nemhauser–Wolsey–Fisher’78]
局所探索の出力を X とすると

f (X) ≥ 0.5 max
X∗ : |X∗|≤k f (X

∗)

証明証明 前頁の補題より
∑
P∈P
�
f (X△P)− f (X)	 ≥ f (X∗)− 2 f (X)

X は局所探索の出力だから f (X△P)− f (X) ≤ 0 (∀P ∈ P)
よって f (X∗)− 2 f (X) ≤ 0 ∴ f (X) ≥ 0.5 f (X∗)

貪欲法の近似比 1− 1/e ≈ 0.632より悪い
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局所探索に関するその他の結果

単調単調
マトロイド制約に対する (1− 1/e)近似 [Filmus–Ward’14]
pマトロイド交叉制約に対する 1/(p+ ε)近似

[Lee–Sviridenko–Vondrák’10]
p交換システム制約に対する 1/(p+ ε)近似

[Feldman–Naor–Schwartz–Ward’11]
非単調非単調
制約なしに対する決定的 1/3近似と乱択 2/5近似

[Feige–Mirrokni–Vondrák’11]
pマトロイド交叉制約に対する 1

p+2+1/p+ε 近似[Lee–Mirrokni–Nagarajan–Sviridenko’10]
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特徴選択（スパース線形回帰）

線形回帰のスパースな解を求める問題

Maximizew∈Rn R2 := 1− ∥y− Aw∥22 / ∥y∥22
subject to ∥w∥0 ≤ s 非凸な制約

y = A w
特徴行列

+ ε

ノイズ反応ベクトル
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特徴選択を集合関数最大化として定式化

wの非ゼロ要素を選択する問題を集合関数最大化とみなす

Maximizew∈Rn R2 := 1− ∥y− Aw∥22 / ∥y∥22
subject to ∥w∥0 ≤ s

fR2(X)
△
= 1− min

w : supp(w)⊆X ∥y− Aw∥
2
2 / ∥y∥22 を導入

Maximize
X⊆N△={1,··· ,n} fR2(X) subject to |X | ≤ s

y = A w + ε
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fR2は劣モジュラ関数ではない

fR2(X)
△
= 1− min

w : supp(w)⊆X ∥y− Aw∥
2
2 / ∥y∥22

y :=

0
1

 A :=

 1 −1
0.1 0.1


y

a1a2

f (∅) = 0

f ({1}) = f ({2}) ≈ 0.0099

f ({1,2}) = 1

f (1|∅) ≈ 0.0099

̸≥ f (1|{2}) ≈ 0.99

劣モジュラ関数でない
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近似的劣モジュラ性

目的関数が劣モジュラ性をもたなくても、
劣モジュラ性に近い性質（近似的劣モジュラ性）があれば
劣モジュラ最大化の技術を適用できるのではないか？

近似的劣モジュラ性を定義することで、
劣モジュラ性のない問題に対して近似アルゴリズムを設計
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劣モジュラ比 [Das–Kempe’11]

単調な集合関数の劣モジュラ関数への近さを表す

γ = 1γ = 0

劣モジュラ関数
に近い

劣モジュラ関数
から遠い

γU,k ∈ [0,1]が単調な集合関数 f の
（集合 U と自然数 k に関する）劣モジュラ比
△⇔ γU,k f (S|T) ≤

∑
v∈S

f (v|T) (∀T ⊆ U, S ⊆ N s.t. |S| ≤ k)
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劣モジュラ関数の性質（再掲）

f (A|B) △= f (A ∪ B)− f (B)
B ⊆ Nに対して A ⊆ Nを追加したときの増分

補題
f : 2N → Rが劣モジュラのとき
任意の集合 A,B ⊆ Nについて f (A|B) ≤∑v∈A f (v|B)
証明証明 A △= {a1, · · · ,a|A|}任意の順序

f (A|B) =
|A|∑
i=1

f (ai|B ∪ {a1, · · · ,ai−1}) ≤
|A|∑
i=1

f (ai|B)

f
�¦

,
© ��� ¦ ©� ≤ f
� ��� ¦ ©�+ f

� ��� ¦ ©�
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劣モジュラ比

貪欲法の近似保証に用いた劣モジュラ関数の性質を
どれくらい緩めれば成り立つかを表す
補題
f : 2N→ Rが劣モジュラのとき
任意の集合 A,B ⊆ Nについて f (A|B) ≤∑v∈A f (v|B)
不等式を緩める

γU,k ∈ [0,1]が単調な集合関数 f の
（集合 U と自然数 k に関する）劣モジュラ比
△⇔ γU,k f (S|T) ≤

∑
v∈S

f (v|T) (∀T ⊆ U, S ⊆ N s.t. |S| ≤ k)

29/ 61



劣モジュラ比による貪欲法の近似保証

定理 [Das–Kempe’11]
単調な集合関数の劣モジュラ比が γU,k のとき、
貪欲法の解 X は最適解の (1− exp(−γX,k))近似

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2
0.4
0.6
0.8
1

γ

1
−e

xp
(−

γ
)
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fR2の劣モジュラ比

fR2(X)
△
= 1− min

w : supp(w)⊆X ∥y− Aw∥
2
2 / ∥y∥22

y = A w + ε

定理 [Das–Kempe’11]
Aの各列が正規化されていると仮定すると
fR2 の（U と k に関する）劣モジュラ比 γU,k は次を満たす

γU,k ≥ min
Z⊆[n] : |Z|≤kλmin(A⊤Z AZ)

→貪欲法は 1− exp(−minZ⊆[n] : |Z|≤k λmin(A⊤Z AZ))近似
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スパース最適化の劣モジュラ比 [Elenberg+’18]

R2 を任意の制限強凹／平滑関数に一般化

Maximizew∈Rn u(w) u(0) ≥ 0

subject to ∥w∥0 ≤ s

R2 の場合R2 の場合
u(w) = 1− ∥y− Aw∥22 / ∥y∥22
制限強凹／平滑定数が A⊤Aの部分行列の最小固有値に対応

ほかの例ほかの例
ロジスティック回帰
一般化線形モデル
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制限強凹性／平滑性 [Negahban+’12, Elenberg+’18]

uは Ωにおいて制限強凹 w.r.t. パラメータ mΩ

⇔∀x,y ∈ Ω, u(y)− u(x)− 〈∇u(x),y− x〉≤ −mΩ

2 ∥y− x∥22
uは Ωにおいて制限平滑 w.r.t. パラメータ MΩ

⇔∀x,y ∈ Ω, u(y)− u(x)− 〈∇u(x),y− x〉≥ −MΩ

2 ∥y− x∥22

−1 −0.5 0.5 1 1.5

0.2

0.4

0.6

f (w)

Ωs = {x,y | ∥x∥0 ≤ s, ∥y∥0 ≤
s, ∥x− y∥0 ≤ s} における制限強凹
定数を ms

Ωs,t = {x,y | ∥x∥0 ≤ s, ∥y∥0 ≤
s, ∥x− y∥0 ≤ t} における制限平滑
定数を Ms,t とする
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集合関数最大化としての特徴選択 [Elenberg+’18]

解wのサポート（非ゼロ要素の集合）を選ぶ問題とみなす
Maximizew∈Rn u(w) subject to ∥w∥0 ≤ s

集合関数 fu(X)
△
= max

w : supp(w)⊆X u(w)を導入

Maximize
X⊆N△=[n]

fu(X) subject to |X | ≤ s

定理 [Das–Kempe’11]
fu の（集合 U と自然数 k に関する）劣モジュラ比 γU,k は
γU,k ≥m|U|+s/M|U|+1,1 を満たす

→貪欲法は 1− exp(−m2s/Ms+1,1)近似
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劣モジュラ比に関するその他の結果

劣モジュラ最大化のアイデアを特徴選択に利用
分散アルゴリズム [KannaEDNG’17]
高速な乱択アルゴリズム [KannaEDNG’17]
ストリーミングアルゴリズム

[Elenberg–Dimakis–Feldman–Karbasi’17]
二段階最適化（辞書選択） [Cevher–Krause’11, Fujii–Soma’18]
適応的最適化 [Fujii–Sakaue’19]
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局所探索（再掲）

組合せ最適化で広く用いられるアルゴリズム設計法

f
�n , , o� = 10 f

�n , , o� = 30

f
�n , , o� = 40 f

�n , , o� = 60

initial solution

output

初期解から始めて、解を少しずつ変更しながら関数値を改善
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本研究の動機

貪欲法に用いられる性質を緩めることで
劣モジュラ比が定義された

局所探索に用いられる性質を緩めれば
劣モジュラ性のない問題に対して
局所探索の近似保証ができるのでは？
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本研究の概要

localizabilityという集合関数の性質を提案
1 集合関数が localizabilityを満たすなら
局所探索がよい近似解を出力する

2 スパース最適化の目的関数は localizabilityを満たす
3 スパース最適化に対する局所探索は高速化できる
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簡単な設定：要素数制約

要素数 s以下の最適な部分集合を探す問題

Maximize f (X)

subject to |X | ≤ s

f : 2N→ R≥0
f の単調性を仮定
（劣モジュラとは限らない）
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要素数制約のための局所探索

X を任意の極大な実行可能解とする
For i = 1, · · · , T :
各 a ∈ N \ X, b ∈ X について f (X \ {b} ∪ {a})を計算
この値を最大化する aと bで X を更新

f
�¦ , , ©� = 30

現在の解

f
�¦ , , ©� = 35 f

�¦ , , ©� = 40

新しい解
· · ·

· · ·

各ステップで
最良の交換を
見つける
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劣モジュラ関数の性質（再掲）

n , , o n , , o今の解 X 最適解 X∗

交換 P1
� , � 交換 P2

� , � 交換 P3
� , �

補題
f が非負単調劣モジュラならば、∑

P∈P
�
f (X△P)− f (X)	 ≥ f (X∗)− 2 f (X)

X△P △= (X \ P) ∪ (P \ X)対称差
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Localizability (simple version)
局所探索の近似保証に用いられる性質を緩めたもの

n , , o n , , o今の解 X 最適解 X∗

交換 P1
� , � 交換 P2

� , � 交換 P3
� , �

f is (α, β)-localizable
△⇔ ∑

P∈P
�
f (X△P)− f (X)	 ≥ α f (X∗)− β f (X)

(∀X, X∗ ⊆ N of size at most s, ∀P partition of X△X∗)
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要素数制約に対する近似保証

定理

目的関数が (α, β)-localizableなら
局所探索法は

α

β

�
1− exp

�
−βT

s

��
近似

T 反復回数、s実行可能解の要素数の最大値

よく現れる関数に対する近似保証

(α, β) 近似比
線形関数 (1,1) (1− exp(−T/s))

劣モジュラ関数 (1,2) 1
2(1− exp(−T/s))
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一般的な設定：構造的な制約

Maximize f (X)

subject to X ∈ I

I ⊆ 2N は
実行可能な部分集合の族

要素数制約
I = {X ⊆ N | |X | ≤ s}

マトロイド

pマトロイド交叉p交換システム

⊆

⊆⊆
̸⊆

̸⊆
さまざまな制約のクラス
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マトロイド

N有限集合、I ⊆ 2N s.t. ∅ ∈ I かつ “A ⊆ B ∈ I ⇒ A ∈ I”
M = (N,I)はマトロイド

∀A,B ∈ I , |A| < |B| ⇒ ∃i ∈ B \ A, A ∪ {i} ∈ I

例：分割マトロイド
　　 　　 　　
　　 　　
　　 　　 　　

独立

　　 　　 　　
　　 　　
　　 　　 　　
非独立
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マトロイド

N有限集合、I ⊆ 2N s.t. ∅ ∈ I かつ “A ⊆ B ∈ I ⇒ A ∈ I”
M = (N,I)はマトロイド

∀A,B ∈ I , |A| < |B| ⇒ ∃i ∈ B \ A, A ∪ {i} ∈ I

(N,I)は pマトロイド交叉

∃(N,I1), · · · , (N,Ip)マトロイド s.t. I =
⋂p

i=1 Ii
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p交換システム [Feldman–Naor–Schwartz–Ward’11]

N有限集合、I ⊆ 2N s.t. ∅ ∈ I かつ “A ⊆ B ∈ I ⇒ A ∈ I”
(N,I)は p交換システム

∀A,B ∈ I

∃φ : B \ A→ 2A\B s.t.
任意の B′ ⊆ B \ Aに対して (A \ (⋃b∈B′ φ(b))) ∪ B′ ∈ I

|φ(b)| ≤ p (∀b ∈ B \ A)
各 a ∈ A \ Bは (φ(b))b∈B\A に高々 p回出現

A B
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p交換システム [Feldman–Naor–Schwartz–Ward’11]

N有限集合、I ⊆ 2N s.t. ∅ ∈ I かつ “A ⊆ B ∈ I ⇒ A ∈ I”
(N,I)は p交換システム

例：bマッチング

2マッチング 2マッチングでない
I = {X ⊆ E | ∀v ∈ V , degv(X) ≤ b}は 2交換システム
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構造的制約のための局所探索

Let X ← ∅

For i = 1, · · · , T :
各 X ′ ∈ Fq(X)について f (X ′)を計算
そのなかで関数値を最大にする交換で X を更新

以下の操作で得られる実行可能解全体：
q 個以下の要素の追加と
（p マトロイド交叉）2pq 要素以下の削除
（p 交換システム）pq− q+ 1 要素以下の削除

f
�¦ , , ©� = 30

今の解

f
�¦ , , ©� = 35 f

�¦ , , ©� = 40

次の解
· · ·

· · ·

各ステップで
Fq(X)のなかで最良の
交換を見つける
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Localizability (general version)
n , , o n , , ocurrent solution X optimal solution X∗

P1
� , � P2

� , � P3
� , �

P ⊆ 2N は多重集合 s.t.
各 X∗ \ X は k 回出現
各 X \ X∗ は ℓ 回出現

f is (α, β1, β2)-localizable△⇔ ∑
P∈P
�
f (X△P)− f (X)	 ≥ αk f (X∗)− (β1ℓ+ β2k) f (X)

(∀X, X∗ ⊆ N of size at most s, 上記の条件を満たす任意の P)
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近似保証

定理
目的関数が (α, β1, β2)-localizableなら
マトロイドマトロイド 局所探索法は
α

β1 + β2

�
1− exp

�
− (β1 + β2)T

s

��
近似

p-MI/p-ESp-MI/p-ES パラメタ q ∈ Z>0 の局所探索法は

α
�
1− exp
�
(β1(p−1+1/q)+β2)T

s

��
β1(p− 1+ 1/q) + β2

近似

q は選べるパラメタ
（各ステップで nO(q) 個の集合を確認しなければならない）
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構造的制約のあるスパース最適化

解のサポートに構造的な制約がある連続最適化問題

Maximizew∈Rn u(w)

subject to supp(w) ∈ I

構造的な制約

仮定仮定
u(0) ≥ 0

Ωs = {x,y | ∥x∥0 ≤ s, ∥y∥0 ≤ s, ∥x− y∥0 ≤ s} において
制限強凹 w.r.t. ms

Ωs,t = {x,y | ∥x∥0 ≤ s, ∥y∥0 ≤ s, ∥x− y∥0 ≤ t} において
制限平滑 w.r.t. Ms,t
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マトロイド制約つき特徴選択

各分割から一つずつ特徴を選ぶ問題などを含む

y =

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　

A w + ε

Maximize uR2(w)
△
= 1− ∥y− Aw∥

2
2

∥y∥22subject to supp(w) ∈ I
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グラフィカルモデルの構造推定

データ {x1, · · · ,xm} ∼ p(x|w)から
p(x|w) ∝ exp
�∑

(u,v)∈E wuvxuxv +
∑

u∈V wuxu
�

スパースなイジングモデルの supp(w)を推定

X1

X2

X3

X4 X5

??
? ?

?
? ?? ?
?

データから
枝集合
を推定

X1

X2

X3

X4 X5

各点の次数の制約は 2交換システム制約
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スパース最適化 集合関数最大化

supp(w)を選択する問題を集合関数最大化とみなす

Maximizew∈Rn u(w) subject to supp(w) ∈ I

fu(X)
△
= max

w : supp(w)⊆X u(w)を導入

MaximizeX⊆N fu(X) subject to X ∈ I

定理
fu is �m2s

Ms,t
, Ms,t
m2s

,0
�-localizable with size s and exchange size t

各交換 P ∈ P が
|P| ≤ t を満たす P
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スパース最適化に対する近似保証

制約 局所探索法 貪欲法

要素数制約 m2
2s

M2
s,2

(1− ε1(T)) 1− exp
�− m2s

Ms+1,1

�
†

マトロイド m2
2s

M2
s,2

(1− ε1(T)) 1
(1+Ms+1,1

ms )2
‡

p-MI/p-ES 1
p−1+1/q

m2
2s

M2
s,t
(1− ε2(T)) N/A

ε1(T) と ε2(T) は T →∞ のとき 0 に収束
† [Elenberg–Khanna–Dimakis–Negahban’18]
‡ [Chen–Feldman–Karbasi’18]
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高速化

argmax
a∈N\X,b∈X

fu(X \ {a} ∪ {b})の計算には時間がかかる
fu の値を近似的に計算することで高速化

semi-oblivioussemi-oblivious
argmax
a∈N\X

fu(X \ {b} ∪ {a}), where b ∈ argmin
b∈X

( w(X) )2b

削除する要素を高速に決定

w(X) ∈ argmax
w : supp(w)⊆X

u(w)

non-obliviousnon-oblivious
argmax
a∈N\X,b∈X

� 1
2Ms,2

�
∇u(w(X))
�2
a −

Ms,2

2
�
w(X)�2

b

�
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実験設定：特徴選択

データセットデータセット
Aij ∼ Unif([0,1])の各列を正規化
特徴全体をランダムに sグループに分割し
各グループから 1つずつランダムに選んで S∗ とする
y = AS∗w+ε（ただしwi ∼ N (0,1), εi ∼ N (0,0.2)）

比較手法比較手法
Residual random greedy [Chen–Feldman–Karbasi’18]
Modular approximation
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実験結果：特徴選択

10 20 30 40 50
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0.8

0.9
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R
^2

oblivious local search
semi-oblivious local search
non-oblivious local search
random residual greedy
modular approximation

R2（近似比）
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solution size
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3
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1
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0
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1

ru
nn

in
g 

tim
e

oblivious local search
semi-oblivious local search
non-oblivious local search
random residual greedy
modular approximation

計算時間

提案手法は比較手法よりよい R2 を達成
高速化により計算時間を 1/10以下に短縮
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実験設定：グラフィカルモデル

データセットデータセット
頂点数 10、次数 5のランダムレギュラーグラフを
真のグラフ構造とする
イジングモデルの各枝 uv のパラメタ wuv は
{±0.5}からランダムに選ぶ
Gibbsサンプリングで生成した 100点を入力

比較手法比較手法 Modular approximation
目的関数を線形近似して最大おもみマッチング
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実験結果：グラフィカルモデル
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計算時間

提案手法は比較手法よりよい近似比を達成
高速化により計算時間を 1/10以下に短縮

60/ 61



本研究のまとめ

localizabilityという集合関数の性質を提案
1 集合関数が localizabilityを満たすなら
局所探索がよい近似解を出力する

2 スパース最適化の目的関数は localizabilityを満たす
3 スパース最適化に対する局所探索は高速化できる
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